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1 nを自然数とする。整数の組 (x, y)で表される座標平面上の点で，次の条件を満たすものの個数をそれぞれ求めよ。

(1) 3点 (0, 0), (n, 0), (0, 2n)を頂点とする三角形の辺上または内部にある。

(2) 連立不等式


y ≦ n2

y ≧ x2

4

で表される領域に含まれ，かつ x ≧ 0を満たす。

[ 略解]

(1)　直線 x = n− k (0 ≦ k ≦ n) 上の条件を満たす整数の組 (x, y)の個数は，2k + 1個である．したがって総数は
n∑

k=0

(2k + 1) = 2 · (n+ 1)n

2
+ (n+ 1) = (n+ 1)2.

(2)　直線 x = k (0 ≦ k ≦ 2n)上の条件を満たす整数の組 (x, y)の個数を調べる．

• kが偶数，すなわち k = 2l (0 ≦ l ≦ n)のとき，x = 2lと y =
1

4
x2との交点は (2l, l2)なので，直線 x = 2l上にある

条件を満たす整数の組 (x, y)の個数は n2 − l2 + 1個．

• kが奇数，すなわち k = 2l − 1 (1 ≦ l ≦ n)のとき，x = 2l − 1と y =
1

4
x2との交点は (2l − 1, l2 − l + 1

4)なので，
直線 x = 2l − 1上にある条件を満たす整数の組 (x, y)の個数は n2 − l2 + l個．

したがって求める整数の組 (x, y)の個数は
n∑

l=0

(n2 − l2 + 1) +
n∑

l=1

(n2 − l2 + l) = n2 + 1 +
n∑

l=1

(2n2 − 2l2 + l + 1)

= n2 + 1 + 2n3 − 2 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2
+ n

=
4n3

3
+

n2

2
+

7n

6
+ 1
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2 aを正の定数とする。以下の問に答えよ。
(1) 不等式 |−5x+ 3| ≦ 2aを満たす実数 x の範囲を求めよ。
(2) (1)において a = 4のとき，すなわち，不等式 |−5x+ 3| ≦ 8 を満たす整数 xの個数を求めよ。
(3) 不等式 |−5x+ 3| ≦ 2aを満たす整数 xがちょうど 6個存在するような aの値の範囲を求めよ。

[ 略解]

(1)

(i) −5x+ 3 ≧ 0の場合，すなわち x ≦ 3

5
のとき，不等式は−5x+ 3 ≦ 2a より x ≧ 3

5
− 2

5
a となる。したがって

3

5
− 2

5
a ≦ x ≦ 3

5
· · · (A)

(ii) −5x+ 3 < 0の場合，すなわち x >
3

5
のとき，不等式は 5x− 3 ≦ 2a より x ≦ 3

5
+

2

5
aとなる。したがって

3

5
< x ≦ 3

5
+

2

5
a · · · (B)

求める解は (A)と (B)を合わせた範囲
3

5
− 2

5
a ≦ x ≦ 3

5
+

2

5
a

である。

(2) a = 4を (1)で求めた解に代入すると
3

5
− 8

5
≦ x ≦ 3

5
+

8

5

したがって
−1 ≦ x ≦ 11

5
= 2 +

1

5

である。これを満たす整数 xは −1, 0, 1, 2の4個である。

(3) (1)で求めた範囲は 3

5
が中心なので 6個の整数解は−2, −1, 0, 1, 2, 3 である。この６個をちょうど含む aの

最小値は−2 ≧ 3

5
− 2

5
aより a ≧ 13

2
である。

最大値は 3

5
+

2

5
a < 4 より a <

17

2
である。よって aの範囲は

13

2
≦ a <

17

2

得
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3 数列 {an}は次の条件によって定められている。

a1 =
1√
2
， an+1 =

√
an + 1

2
(n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問に答えよ。

(1) すべての nについて，0 < an < 1となることを示せ。
(2) すべての nについて，an < an+1となることを示せ。
(3) an = cos θnとなる θn

(
0 < θn <

π

2

)
を求めよ。

[ 略解 ]

(1) 　数学的帰納法で示す。

0 <
1√
2
= a1 < 1 である。

0 < an < 1と仮定すると，0 <

√
an + 1

2
= an+1 <

√
1 + 1

2
= 1 となり，0 < an+1 < 1である。

したがって，数学的帰納法より，すべての自然数 nで 0 < an < 1が成り立つ。　

(2)　 0 < an < 1であるから a2n < an < 1であることに注意して

a2n+1 =
an + 1

2
>

a2n + a2n
2

= a2n

となる。したがって an < an+1となる。

(3)　 an = cos θnとすると，
a2n+1 =

an + 1

2
=

cos2 θn + 1

2
= cos2

θn
2

となり，0 < θn <
π

2
に注意すると an+1 = cos

θn
2
である。したがって θn+1 =

θn
2
となる。

a1 =
1√
2
= cos

π

4
であるから θ1 =

π

4
である。以上より，{θn}は初項 θ1 =

π

4
，公比 1

2
の等比数列であるから

θn =
π

4
·
(
1

2

)n−1

=
π

2n+1

得
点
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4 座標空間内の 3点 A，B，C の位置ベクトル a⃗ =
−→
OA, b⃗ =

−→
OB, c⃗ =

−→
OC は互いに垂直で，|⃗a | = |⃗b | = 1, |⃗c | = t (t > 0)

とする。3点 A，B，C を通る平面を αとするとき，以下の問に答えよ。

(1) 原点Oから平面 αに垂線OHを下ろす。ベクトル −→
OHを a⃗, b⃗, c⃗ および tを用いて表せ。

(2) 線分 AB の中点をMとする。点 H が線分 CM を内分する点であることを示し，CH : HMを tを用いて表せ。

[ 略解 ]

(1) 点Hは平面 α上の点であるから−→
AH = k

−→
AB+ l

−→
AC となる実数 k, lがある。したがって

−→
OH−

−→
OA = k

(−→
OB−

−→
OA

)
+ l

(−→
OC−

−→
OA

)
である。よって，a⃗, b⃗, c⃗を使って

−→
OH = (1− k − l) a⃗+ k⃗b+ lc⃗

となることがわかる。−→
OHは平面 α上の直線と直交するので，−→

OH ⊥
−→
AB,

−→
OH ⊥

−→
ACであるから(

(1− k − l) a⃗+ k⃗b+ lc⃗
)
·
(⃗
b− a⃗

)
= 0,

(
(1− k − l) a⃗+ k⃗b+ lc⃗

)
· (c⃗− a⃗) = 0

また |⃗a| = |⃗b| = 1, |⃗c| = t, a⃗ · b⃗ = a⃗ · c⃗ = b⃗ · c⃗ = 0を用いると

k − (1− k − l) = 0, t2l − (1− k − l) = 0

k, lについて解くと，k =
t2

1 + 2t2
, l =

1

1 + 2t2
となる。また 1− k − l =

t2

1 + 2t2
であるから

−→
OH =

t2

1 + 2t2

(
a⃗+ b⃗

)
+

1

1 + 2t2
c⃗

(2)
−−→
OM =

a⃗+ b⃗

2
である。(1)より

−→
OH =

2t2

1 + t2
−−→
OM+

1

1 + 2t2
−→
OC

2t2

1 + 2t2
+

1

1 + 2t2
= 1なので，これは Hが CMを 2t2 : 1に内分することを意味する。したがって

CH : HM = 2t2 : 1

である。

得
点
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問題 5 と問題 6 は選択問題ですので，どちらか１題を選択し，その解答は選択した問題の解答欄に記入してください。
また選択しなかった問題の解答欄に「選択しない」と記入してください。

5

　
以下の問に答えよ。

(1) f(x) =
log x

x2
の増減を調べて極値を求めよ。

(2) 不定積分
∫

log x

x
dxを求めよ。

(3) kは定数とする。y =
log x

x
が表す曲線Cと y = kxが表す直線 lが y > 0の範囲でただ 1つの共有点をもつとき，曲

線 C，直線 lと x軸で囲まれる図形の面積を求めよ。

[ 略解 ]

(1) f ′(x) =
1− 2 log x

x3
f ′(x) = 0 ⇔ x =

√
e

x 0 · · ·
√
e · · ·

f ′(x) + 0 −

f(x) ↗ 極大 ↘

したがって，x =
√
eのとき極大値 1

2e
をとる。

(2) I =

∫
log x

x
dxとおくと

I =

∫
(log x)′ log x dx = (log x)2 −

∫
log x

x
dx = (log x)2 − I

したがって I =
(log x)2

2
+ C （C は積分定数）

(3)
log x

x
− kx = x

(
log x

x2
− k

)
となるので，真数の条件より x > 0で lim

x→∞

log x

x2
= 0, lim

x→0

log x

x2
= −∞ あることに注

意すると，(1)より，y > 0の範囲でただ 1つの共有点をもつのは k =
1

2e
のときで，共有点は x =

√
eのときである。ま

た，このとき x > 0 で log x

x
− kx ≦ 0であるから，求める面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

x

2e
dx+

∫ √
e

1

(
x

2e
− log x

x

)
dx

=

[
x2

4e

]1
0

+

[
x2

4e
− (log x)2

2

]√e

1

=
1

4e
+

(
1

4
− 1

8

)
− 1

4e
=

1

8
.

得
点
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問題 5 と問題 6 は選択問題ですので，どちらか１題を選択し，その解答は選択した問題の解答欄に記入してください。
また選択しなかった問題の解答欄に「選択しない」と記入してください。

6

　
傾斜角一定のまっすぐな登り坂の先に塔が水平方向に対し垂直に立っている。坂の途中のある地点Aで塔の根元から頂上
までの見上げる角度を測ると 30◦であった。A から塔に向かって登り坂を進み続け，途中で 2度，塔の根元から頂上まで
の見上げる角度を測ると，1度目が 45◦，2度目が 60◦であった。
以下の問に答えよ。ただし，目線の高さは考えないものとし，長さの単位はm（メートル）を用いる。

(1) Aの地点から 1度目の観測点までの距離を am，1度目の観測点と 2度目の観測点の距離を bmとするとき， b

a
の値

を求めよ。

(2) Aの地点から 1度目の観測点までの距離は 100(
√
3− 1)mで 2度目の観測地点から塔の根元までの距離は 25

√
3mで

あった。塔の高さは何mか。また，この登り坂の傾斜角を θとしたときの sin θの値を求めよ。

[ 略解 ]

(1)　上の図のように，最初の地点を A，１度目の観測点を B，２度目の観測点を C，塔の根元を Dとし，塔の頂上をT

とする。また、塔の頂上から坂道へ垂線 TEを下ろす。△AETと△TECは相似であり，TE : AE = CE : TE = 1 :
√
3，

したがって，AE : CE = 3 : 1である。また，△ETBは直角二等辺三角形であるから TE = BE となる。
したがって a : b = AB : BC = (3−

√
3) : (

√
3− 1)となる。ゆえに

b

a
=

√
3− 1

3−
√
3
=

√
3− 1√

3(
√
3− 1)

=
1√
3

(2) AB = 100(
√
3− 1)より，AE = 100

√
3，TE = 100，TC =

200√
3
，CE =

100√
3
となる。したがって，

DE = CE − CD =
100√
3
− 25

√
3 =

25√
3
となる。△TDE は直角三角形であるから

TD =

√
(TE)2 + (TE)2 =

√
1002 +

252

3
= 25

√
16 +

1

3
= 25 · 7√

3
=

175√
3

したがって塔の高さは 175√
3

m である。

θ = ∠DTEであるから，sin θの値は
sin θ =

DE

TD
=

√
3

175
· 25√

3
=

1

7

得
点


